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近年来, 在 CAGD 和 CAD 中, 三角 Bezier 曲面受到越来越广泛关注. 它在表示拓
扑结构复杂的几何模型时比张量积型 Bezier 曲面更灵活. 因此, 它更适合作为复杂几何
体的拟合、插值离散数据点的工具. 本文我们以三角 Bezier 曲面为研究对象, 针对三角
Bezier 曲面在求交问题及其有理形式在低阶导矢界的改进两大方面的应用进行了研究.
主要成果如下:
1. 提出了 implicit Bezier linear clipping (IBLC) 算法来解决两平面 Bezier 曲线的
交. 在研究射线与三角 Bezier 曲面的求交方法之前, 我们先研究了两 Bezier 曲线的求
交, 希望得到一些启发. IBLC 算法利用了 Bezier 曲线的凸包性, 降阶性以及曲线隐式
化, 将 Bezier 切割算法与隐式化算法结合起来, 从而达到快速有效地求解两曲线的交.
该算法继承了隐式化方法的高速性和 Bezier 切割算法的稳定性. 我们从理论上证明了:
横截相交情况下, IBLC 算法具有 2 次收敛速度, 数值实验表明该算法优于现存的求交
算法.
2. 提出了两种稳定且有效的几何算法来解决光线追踪问题中射线与三角 Bezier 曲
面的求交问题 (RPI). 我们首先把 RPI 问题转化为求方程组的根的问题, 这里方程组包
含两个方程两个未知量. 然后求解该方程组, 所得的解即为射线与三角 Bezier 曲面的交.
 Bilinear clipping (BLC) 算法: 对每个方程我们用一组线性带状区域 (fat line) 去
包围, 这样方程组的根一定位于两组线性带状区域所围成的四边形中, 即新得到的
参数域小于原来的参数域. 结合细分等方法进行迭代直到最后的参数域的直径小
于给定的阈值. 该算法利用三角 Bezier 曲面的凸包性, 降阶算法, Descartes 符号法
则等技术, 保证了算法运算的高效性, 并且我们从理论上证明了该算法对于单根情
况具有二阶收敛速度. 另外, 该算法克服了牛顿法的缺陷, 即不需要提供初始值就
能使整个迭代收敛于我们要求的交点.
 基于 BLC 几何切割算法, 提出了一种收敛速度更快, 对重根更有效的算法来解决
射线与三角 Bezier 曲面的求交问题 (RPI), 我们把它称作 hybrid clipping (HC)算
法. 基本原理是: 利用低次逼近 (降阶方法实现) 的思想, 将方程组所表示的两条曲
线用低次形式逼近, 并分别选用一次和二次的带状区域来包围, 这样交点将位于两
带状区域所围成的参数域内 (该参数域不大于原来的三角域), 再结合细分方法, 重
复上述迭代过程直到参数域的直径小于某个给定的阈值.
















法的收敛阶. 另外, HC 算法是分别用一次和二次带状区域包围曲线, 而 BLC 算法是用
两组一次带状区域来包围曲线. 理论和数值试验证明了 HC 算法在单根的情况有三阶收
敛速度. 预处理虽然能有效提高收敛速度, 但比较耗时. 对于单根系统, BLC 算法速度更
快. 对于重根系统, HC 算法更有效.
3. 估计了有理三角 Bezier 曲面导矢界. 在曲面的绘制, 曲线 (线与线的交, 面与面
的交) 奇异点的检测, 曲面的平坦度检测等问题都需要估计曲线曲面的导数界. 我们得
到的界越紧越有助于提高算法的效率. 因此, 我们估计了有理三角 Bezier 曲面导矢界.
通过利用三角 Bezier 曲面的升阶性、凸包性和一些基本的代数不等式技巧推导出了有
理三角 Bezier 曲面一阶以及二阶导矢界, 并且我们从理论和数值实验两方面说明我们
估计出的界优于现存在的界.
















In recent decades, triangular Bezier representations have attracted widely attention
in the elds such as CAGD and CAD. They are a topologically more exible modeling tool
than tensor products. Hence, they are considered to be more suitable for representing
models with complex geometries and tting or interpolating scattered data points. In
this dissertation, our objective is to study triangular Bezier surfaces. We focus on the
intersection problem of triangular Bezier surfaces and the bound improvement of low order
partial derivative of rational triangular Bezier surfaces. Our achievements are mainly as
follow:
1. We put forward the implicit Bezier linear clipping (IBLC) algorithm to solve the
intersections between two Bezier curves. In order to get some inspiration, before studying
the intersections between a ray and triangular Bezier surface, we study the problem of
nding intersections between two Bezier curves. IBLC algorithm combines the Bezier
clipping algorithm and implicit algorithm by using the convex hull property, multi-degree
reduction and implicitization of Bezier curves. It's ecient. This algorithm inherits the
high speed of implicitization algorithm and the robustness of Bezier clipping algorithm.
Theoretical analysis shows that: in the transversal intersection case, IBLC algorithm has
a quadratic convergence rate, and numerical experiments denote that our algorithm is
better than all exist algorithms.
2. We develop two stable and ecient geometric clipping algorithms to solve the
intersections between a ray and a triangular Bezier surface. Firstly, we change the problem
into a root nding problem of an equation with two variables. We then solve this equation
system.
 Bilinear clipping (BLC) algorithm: using a pair of fat lines to bound every equation,
then the root is located in a smaller triangular domain. The triangular domain is
iteratively clipped into a smaller one by combing a subdivision method, until the
domain size reaches a pre-specied domain. This algorithm makes use of the convex
hull property of triangular Bezier surface, multi-degree reduction and Descartes’
rule of signs. We have proved that the algorithm has a twice convergence rate for















absence of an initial guess and insensitivity to small changes in coecients of the
original problem.
 Based on BLC geometric clipping algorithm, we present a novel geometric method
for eciently and robustly computing intersections between a ray and a triangular
Bezier patch dened over a triangular domain, called the hybrid clipping (HC)
algorithm. If the ray pierces the patch only once, we locate the parametric value of
the intersection to a smaller triangular domain, which is determined by pairs of lines
and quadratic curves, by using a multi-degree reduction method. The triangular
domain is iteratively clipped into a smaller one by combing a subdivision method,
until the domain size reaches a pre-specied domain. When the ray intersects the
patch more than once, Descartes' rule of signs and a split step are required to isolate
the intersection points.
Compared with BLC algorithm, HC algorithm should make a preprocessing procedure,
which is helpful for improving the order of convergence. HC algorithm can be proven to
clip the triangular domain with a cubic convergence rate after an appropriate preprocess-
ing procedure. In addition, HC algorithm uses a linear and a quadratic curves to bound
two curves, respectively. BLC algorithm uses two linear curves to bound curves. The-
oretical analysis and numerical experiments show that: HC algorithm has a cubic-order
convergence rate for single root. Although preprocessing procedure can improve conver-
gence rate, it's time-consuming. BLC algorithm is faster than HC algorithm for single
root. HC algorithm is more ecient for double root.
3. We estimate the bounds on the magnitudes of the rst- and second-order partial
derivatives of rational triangular Bezier surfaces. On the surfaces rendering, singularity
detection of curve, surface atness detection etc., estimating the upper bound of the
derivative of curves/surfaces is necessary. Thus, a tighter upper bound is helpful for
improving the eciency of the algorithm. By using the convex hull property, degree
elevation and some algebraic inequalities, we estimate the bounds on the magnitudes
of the rst- and second-order partial derivatives of rational triangular Bezier surfaces.
Theoretical analysis shows that the proposed bounds are tighter than the existing ones.
The superiority of the proposed new bounds is also illustrated by several numerical tests.
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第 一 章 绪论
第一章 绪论
1.1 研究背景和动机
近年来, 在 CAGD 和 CAD 中, 三角 Bezier 曲面 (包括其有理形式) 受到越来越广
泛关注. 其原因在于三角 Bezier 曲面适应不规则与散乱数据的几何造型和避免退化的
需要, 及适合于有限元分析中广泛应用的三边形元素的需要并且它在表示拓扑结构复杂
的几何模型时比张量积型 Bezier 曲面更灵活. 因此, 它更适合作为复杂几何体的拟合、
插值离散数据点的工具. 本文以三角 Bezier 曲面为研究对象, 主要研究三角 Bezier 曲面
的线面求交问题及有理三角 Bezier 曲面低阶导矢界的估计问题.
在计算机辅助制造和设计 (CAM/CAD), 几何造型, 碰撞检测等工程领域, 求交算
法 (曲线/曲线, 线/面, 曲面/曲面) 发挥着重要的作用. 其中, 光线追踪是一个很重要也
很有价值的工具, 在场景渲染中它可以产生惊人的现实的光线效果, 如软阴影、焦散线、
反射、透明度和运动模糊等 [1,2]. 在一个光线追踪算法中, 计算光线与场景的交是一个基
本且高频率需求的操作. 光线追踪效果和速度的好坏依赖于我们求交的准确性和求交速
度. 场景中的对象多种多样, 从简单的三角形、多边形和球体到含参数样条函数和隐式
曲面等复杂曲面. 其中, 三角 Bezeir 曲面在模拟具有复杂拓扑结构的对象时具有很大的
灵活性, 故经常被选作场景中的基本元素. 事实上, 线与物体的求交是一项非常重要的技
术, 即使求交的物体形状很简单. 因此, 研究射线与三角Bezier 曲面的交是非常必要的,
也是我们本文研究的主要内容.
空间划分方法可大大减少需要测试的线与面求交的数量, 该方法即被称为 bounding
volume hierarchy (BVH) 算法. 一张曲面片很容易找到一个包围盒, 然后计算射线是否
与包围盒有交, 若包围盒与射线相交则该曲面片留下做进一步判断. 简单的几何体包














第 一 章 绪论
体 [5]. 求射线和曲面片的交的方法大致可以分为四种: 细分方法, 逼近算法, 牛顿法以及
几何切割算法. 其中, 最直接的方法是细分算法 [6], 即, 把一张曲面分割成许多小的曲面
片, 舍弃那些不含交点的曲面片, 直到到达最大深度即停止细分. 细分算法的思想很简
答也很容易理解, 但是该方法效率低且需要较大的临时存储空间. 除了直接利用细分算
法, 我们也可以通过求射线与近似曲面的交和确定线与曲面的交, 如细分曲面 (即, 用一
些三角形或者其他几何体来逼近曲面) 或者隐式近似曲面 [7]. 这种逼近方法简化了原来
的求交问题但是同样需要较大的存储空间.
然而, 若我们把射线表示成参数形式, 射线与三角 Bezier 曲面的求交问题就转化为
求非线性方程组的根的问题. 计算数学中, 求解非线性方程组有很多现成的数值方法, 比
如牛顿法, 参考文献 [8{10] 分别利用牛顿法解决了射线与双三次 Bezier 曲面, 非均匀有
理 B 样条, 三角 Bezier 曲面的交的问题. 但是牛顿法不是无条件稳定的, 并且, 需要一




线与一有理曲面的交的是Nishita [13] 等人. 方法是: 利用曲面的凸包性通过逐步迭代
缩小参数域, 直到参数域的大小满足给定的阈值. 后来, 这一思想被用来求解多项式的
根 [14,15], 曲线曲线的交 [16{18], 射线与三角 Bezier 曲面的交 [19], 以及双变量方程组的求根
问题 [14,20], 并且引入了 Descartes 符号法则以及细分的的方法来分离根 [21,22]. 为了解决
三角 Bezier 曲面的求交问题, 我们首先研究了两参数曲线的求交问题. 早期关于求解两
参数曲线的交的方法包括: Bezier细分算法 [23], 区间细分算法和隐式化方法 [24]. 对于计
算次数低于 5 次的曲线, 隐式化方法最快, 随着次数的增高区间细分方法优于其它两种
方法. 1990 年, Sederberg 提出了一比较稳定的算法――Bezier 切割算法, 其利用 Bezier
曲线的凸包性, 依次切割掉不含交点的参数域直至区间长度小于给定的阈值. 并从数值
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